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Abstract. This report focuses on the dependencies for the center and
radius of the confidence interval that arise when estimating the mass
fractal dimensions of isotropic sampling clusters in the site percolation
model.
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Аннотация. Настоящий доклад посвящён зависимостям для центра
и радиуса доверительного интервала, возникающего при оценива-
нии массовой фрактальной размерности выборки изотропных кла-
стеров в математической модели перколяции узлов.
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1Одной из типичных задач, возникающих при применении тео-
рии перколяции в прикладных задачах математического модели-
рования, является статистическая оценка параметров перколяци-
онного кластера, представляющего собой реализацию псевдослу-
чайного процесса, в общем случае зависящего от типа перколяци-
онной решётки, её размера, доли достижимых узлов и/или свя-
зей, стартового подмножества узлов и распределения взвешиваю-
щей последовательности псевдослучайных чисел. В наших недав-
них работах [1, 2] описана новая эффективная методика, примени-
мая для получения репрезентативной статистической оценки мас-
совой фрактальной размерности кластера в широком диапазоне до-
лей достижимых узлов 𝑝 изотропной перколяционной решётки. Ме-
тодика основана на построении линейной регрессии для выбороч-
ных векторов логарифмов не абсолютных суммарных частот ln𝑛𝑖,
а относительных суммарных частот ln 𝑣𝑖 узлов кластера, покрыва-
емых квадратами текущего размера ln 𝑟𝑖: ln 𝑣𝑖 = 𝑑𝑏1 ln 𝑟𝑖 + 𝑑𝑏0+ 𝑒𝑏𝑖,
где сумма квадратов отклонений 𝑒𝑏𝑖 минимизируется методом наи-
меньших квадратов.
Это вполне правомерно, так как средние значения абсолютных
частот 𝑛𝑖 узлов перколяционного кластера пропорциональны их
относительным частотам 𝑣𝑖 в данной выборке, что означает равен-
ство математических ожиданий оценок коэффициентов регрессии
𝑑𝑏1 и 𝑑𝑐1, найденных по новой и классической методикам. По ново-
му методу процессы построения выборочных векторов (ln 𝑟𝑖, ln 𝑣𝑖) и
оценивания коэффициента регрессии 𝑑𝑏1 разделяются, что не толь-
ко сокращает общую трудоёмкость вычислений, но и существенно
расширяет диапазон докритических долей достижимых узлов ре-
шётки 𝑝 < 𝑝𝑐, для которых возможна оценка массовой фракталь-
ной размерности кластеров 𝑑𝑏1. Последнее обстоятельство особен-
но существенно, так как в докритической области значений 𝑝 доля
реализаций, пригодная для нахождения репрезентативной оценки
массовой фрактальной размерности классическим методом, быстро
падает, порождая чрезмерное увеличение радиуса доверительного
интервала.
На рис. 1 показано изменение интервальной оценки массовой
фрактальной размерности I0,95(𝑑𝑏1) = 𝑑 ± 𝜀, от доли достижимых
узлов 𝑝 при различных размерах квадратной решётки 𝑥. Каждая
точка на графиках 𝑑(𝑝|𝑥) и 𝜀(𝑝|𝑥) была найдена по выборочной
совокупности объёмом 999 реализаций кластеров, полученных в
результате статистического моделирования задачи узлов со стар-
товым подмножеством в центре изотропной квадратной решётки.
2Рис. 1. Зависимости для центра 𝑑 и радиуса 𝜀 доверительного интервала
массовой фрактальной размерности I0,95(𝑑𝑏1) = 𝑑 ± 𝜀 от доли дости-
жимых узлов 𝑝 при размерах квадратной решётки 𝑥 = 1092, 1692, 2652
узлов: а) график 𝑑(𝑝|𝑥); б) график 𝜀(𝑝|𝑥)
Регрессионная модель строилась по 9 точкам, равномерно распре-
делённым в логарифмическом масштабе ln 𝑟𝑖. Вертикальная пунк-
тирная линия соответствует критическому значению доли дости-
жимых узлов 𝑝𝑐 = 0,592745 . . ., называемому также порогом перко-
ляции. С учётом того, что зависимость точечной оценки массовой
фрактальной размерности от доли достижимых узлов 𝑑(𝑝) имеет
вид, близкий к логистической функции, а наибольшее значения её
градиента приходятся на околокритическую область 𝑝 ≈ 𝑝𝑐, по оси
абсцисс было принято квадратичное распределение расчётных то-
чек: 𝑝𝑘 = 𝑝𝑐 ± 0,003 𝑘2, где 𝑘 = 0, 1, . . . , 10.
Анализ графика 𝜀(𝑝|𝑥) показывает, что радиус доверительного
интервала достигает глобального максимума при докритических
значениях абсциссы 𝑝1 < 𝑝𝑐, причём ордината этого максимума
𝜀1 растёт вместе с размером решётки 𝑥, а отклонение его абсцис-
сы от критического значения (𝑝𝑐 − 𝑝1) –– падает. При дальнейшем
стремлении 𝑝 к критическому значению функция 𝜀(𝑝|𝑥) достигает
локального минимума, а при сверхкритических значениях абсцис-
сы 𝑝2 > 𝑝𝑐 –– локального максимума, ордината которого 𝜀2 также
растёт вместе с размером решётки 𝑥, а отклонение его абсциссы от
критического значения (𝑝2−𝑝𝑐)–– падает. Заметим, что при 𝑝→ 0 и
𝑝→ 𝑝𝑐 значимость вариаций от размера решётки 𝑥 как для центра
𝑑(𝑝|𝑥), так и для радиуса доверительного интервала 𝜀(𝑝|𝑥) массо-
вой фрактальной размерности 𝑑𝑏1 быстро падает и в пределе при
𝑛→∞ зависимость 𝑑𝑏1(𝑝) приобретает кусочно-постоянный харак-
тер вида: 𝑑𝑏1 = 0 при 𝑝 < 𝑝𝑐; 𝑑𝑏1 = 1,358± 0,011 при 𝑝 = 𝑝𝑐; 𝑑𝑏1 = 2
при 𝑝 > 𝑝𝑐.
3На первый взгляд возрастающая зависимость для максималь-
ной ординаты радиуса доверительного интервала от размера ре-
шётки 𝜀1(𝑥) контринтуитивна, но на самом деле она хорошо согла-
суется с критическим характером перколяционного процесса [3].
Причина указанного поведения заключается в том, что в процессах
перколяции малое приращение доли достижимых узлов в докрити-
ческой области 𝑝 < 𝑝𝑐 способно вызывать существенное увеличение
размера для отдельных реализаций кластеров, не оказывая влия-
ния на остальные, что и приводит к росту выборочной дисперсии.
В околокритической области, при 𝑝 ≈ 𝑝𝑐, доля кластеров, размер
которых оказывается сопоставимым с размером системы, быстро
возрастает, приводя к снижению выборочной дисперсии. При этом
рост дисперсии при 𝑝 → 𝑝1 оказывается зависимым от размера
перколяционной решётки 𝑥, а её падение при 𝑝 → 𝑝𝑐 –– нет, что и
объясняет наблюдаемые эффекты.
На основании вышеизложенного можно сделать вывод о том,
что при статистическом оценивании массовой фрактальной размер-
ности по выборочной совокупности перколяционных кластеров в
изотропной задаче узлов на квадратной решётке по предлагаемой
в работах [1, 2] методике оказывается возможным одновременное
повышение точности оценки и снижение вычислительной сложно-
сти задачи за счёт сокращения размера решётки 𝑥 до уровня, до-
статочного для построения адекватной модели линейной регрессии,
погрешность которой и становится в данном случае определяющей.
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